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负实数阶广义 I集的演化

王兴元 顾树生
"东北大学信息科学与工程学院>沈阳 ((’’’!$

摘 要 在阐述由复映射 JKJLMN"LO’$所构造的广义 )+/9.集"简称广义 )集$定义的基础上>通过改变参数 L>作

出了一系列负实数阶的广义 )分形图>当 L为负整数时>广义 )分形图呈现为一个由PLP个卫星群环绕中央行星的

星群结构G而当 L为负小数时>广义 )分形图中则出现尺寸与 L的小数部分成比例的部分卫星群=同时利用复变函

数理论和计算机制图相结合的实验数学方法>研究了广义 )集的分形结构特征及其演化过程>进而发现相角 Q范围

的不同选取导致了广义 )集的不同演化>并首次给出了广义 )集的 E种演化过程=
关键词 广义 )集 分形 演化
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8 引 言

数学家 @.-54/.*,-利用计算机技巧>根据 )+H
/9.和 2.-*-所开创的9复平面上有理映射迭代理
论:的思想>研究了复平面 ;上 wBJKJLMN"L<&$
这样一个带有常数 N的简单映射>且发现通过迭代>
还能生成非常复杂的集>并将这一集合称为 )+/9.
集=(>=目前人们对 )+/9.集已进行了深入研究>发现
其中深藏着规律性的结构>从而大大丰富了分形理
论=&>>而对 L?@时的广义 )集却研究甚少>仅有

A.B8-.B9.等人曾对 L取正整数时的广义 )集进行
了研究=T>G6+1.,和 C8./;.,研究了 L?@时的情
况>并根据广义 )集的视觉结构特点提出了几点假
设=E>G在此基础上>D8+,.-58.,等人又对 LO’时的
广义 )集的分形结构进行了理论上的探讨=%>=本文
则首次给出了阶数 LO’时>广义 )集的 E种演化过
程>并分析了导致这一演化的原因=

E 广义 I集的定义

为了讨论广义 )集的结构和演化>现模仿 )+/9.
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集的定义!给出如下负实数阶广义 "集的等价定义#
定义 $ 设 %#&’&()*+(,-.为黎曼球 /0上的

复映射!1%表示复平面 /中那些轨道不收敛到无穷
远点的点 &的集合!即

1%2 &3 /# %45 6+&. 7
4285 6是有界的

则称此集为相应于 %的填充广义 "集!1%的边界则
称为复映射 %的广义 "集!记为 9%!即 9%2:1%!该
定义是绘制填充的广义 "集 1%计算机图象的出

发点;
利用逃逸时间算法<=>!选取逃逸半径 ?2@-A逃

逸时间限制 B2CD=!复常数 *2-ED)-EDF!绘制了

(,-时的广义 "集+见图 8A图 C.;图 8中白色为稳
定区 1%!黑色为不稳定区1%;
若将 (表示为 (2G+H)I.!其中 H是正整数!I

为正小数!即 -,I,8!则根据分形图的结构特点!
分两种情况来研究广义 "集的演化;

+J.(2GK +L.(2G= +M.(2GN +O.图 J方框区域的部分放大

图 8 (为负整数时的广义 "集

+J.(2G=;C!P3<-!CQ. +L.(2G=;D!P3<-!CQ. +M.(2G=;R!P3<-!CQ. +O.图+L.方框区域的局部放大

+S.(2G=;C!P3<G@QTCQTC. +U.(2G=;D!P3<G@QTC!QTC. +V.(2G=;R!P3<G@QTC!QTC.

+W.(2G=;C!P3<GQ!Q. +F.(2G=;D!P3<GQ!Q. +X.(2G=;R!P3<GQ!Q.

+Y.(2G=;C!P3<GQTC!@QTC. +Z.(2G=;D!P3<GQTC!@QTC. +[.(2G=;R!P3<GQTC!@QTC.

图 C (为负小数时的广义 "集
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! "#$%的广义 &集

图 ’为 (#$)时的广义 *集+其类似 )个卫星
群环绕中央行星的星群结构+且不稳定区嵌于稳定
区之中,下面给出广义 *集的对称性定理-
定理 . 由复映射 /-010(234(567来构造填

充的广义 *集+8095:/+都有

/;4097#/; 09<=
>?@A B( 4’C;CDE9C@FG(G$’7

证明-利用数学归纳法

H/’ 09<=
>?@A B( # 09<=

>?@A B( (
23

#0(9<=4>?@723#0(923#/’4097
故可设 /;4097#/; 09<I

>?@A B( 成立,
又

H/;2’ 09<=
>?@A B( #/; / 09<=>?@A BJ K(

#/; /’409J K7#/;2’4097
故命题真,

定理 ’说明+若 095:/+则 09<=
>?@
(5:/+由此可

见+因为 (为负整数的广义 *集在以原点为顶点+夹

角为 >?
G(G
的区域生成后+再旋转4G(G$’7次 >?G(G

弧

度+即可获得+所以 (为负整数的广义 *集即为中心
在原点的对称结构,因为定理 ’的结论正是 LMNOP
和 QROSTOP根据 (#$)时广义 *集的对称性所提
出的假设JUK+所以这样即在理论上证明了 LMNOP和

QROSTOP的假设,
VRMPOWXROP等人已对 (#$)时广义 *集的分

形结构进行了理论上的探讨+其基本方法是-由 (F
9+可 知 原 点 及 其 邻 近 点 04G0GF ’7都 满 足

G/’407GY6+根据定理 ’+可知原点为行星中心+故
可认为中央行星上任意点 0都满足G/’407GY6+这
里用 Z’表示中央行星,VRMPOWXROP等人利用复变
函数理论+给出了如下 (F9时广义 *集的中央行星

Z’结构特征定理J[K-
定理 ! 由复映射 /-010(234(F97所构造的

广义 *集的中央行星 Z’为一个以原点为圆心\半径

为 6
’
(的近似圆+其误差为 ]4̂7_ ’6

G3G
G(G‘aT4G(Ĝ2

b74b是复数 3的相角7,
由图 ’4O7及其部分放大图4图 ’4X77可见+主要

卫星周围环绕着小卫星+小卫星周围又环绕着更小
卫星cc+这种结构在不同水平上嵌套出现+体现了
广义 *集的明显自相似结构特征,若某卫星上的任

意点 0满足G/;407GY6+且G/;$’407GF6+则用

Z;4>C;CD7表示该卫星,为此+VRMPOWXROP等人
又讨论了如下高阶卫星 Z;的嵌套分布结构,
定理 dJ[K 由复映射 /-010(234(#$)7所构

造的广义 *集有G(G个中心坐标为4$37
’
(的主要卫

星 Z>+Z> 两 侧 边 缘 与 原 点 连 线 的 夹 角

e# >A BG(GT=W
$’ 6’f(A BG3G +

当且仅当G3Gg6
’
(+Z>存在,

根据定理 >+中央行星 Z’的半径为 6
’
(E又根据

定理 U+主要卫星 Z>的中心位于半径为G3G
’
(的圆周

上,由此可见+(越小+Z’的半径越大+并趋于 ’E由 3
#9h[29h[=可知+Z>的中心距原点的距离将逐渐
减小+并趋于 ’+所以随着 (减小+若 Z’越接近 Z>+
则 Z>只有减小+故可推出 Z’的尺寸要大于 Z>+进
而可推出Z;4>C;CD7随着;的增大而逐渐降低的
尺寸,
由 /-010(234(#$)7可知+其逆映射为

/$’-0140$37
’
(4(#$)7+故可将 Z;表示为

Z;#/$’i/$’ici/
jk l

$’

4;$’7次

mZ’n#/$’i/$’ici/
jk l

$’

4;$>7次

mZ>n

因为 /$’有G(G个复数根+又因 Z’的数量为 ’+

Z>的数量为G(G+所以 /$’迭代4;$>7次所产生 Z;

的数量为G(G;$’,
805Z;+o/’4075Z;$’,设 Z;的中心为 0;+

Z;$’的中心为 0;$’+则 /’40;7#0;$’+但这里需首先
考虑 ZU+因为 Z>的中心是 ZU的中心 0U的像+而且

由定理 U可知+Z>的中心 0>#4$37
’
(+故有

0(U2 3# 4$ 37
’
(

p0U# 4$ 37
’
(A B$ 3

’
( 4’7

同理+Zq的中心坐标为

0q# 4$ 37
’
(A B$ 3

’
(A B$ 3

’
( 4>7

将式4>7按该方式扩展+即可求出更高阶的小卫
星中心的位置,当逃逸时间限制在 Drs时+可推
知(#$)时的广义 *集具有无穷嵌套的自相似几何
结构,

d "#$4%2t7的广义 &集

图 >为 (#$4)2u7时的广义 *集+它具有类似

)个完整卫星群及一部分卫星群环绕中央行星的不
对称星群结构+并随 u的增大+部分卫星群不断发育
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而演化成为一个完整卫星群!图 "!#$%图 "!&$’图 "
!($%图 "!)$$*广义 +集上述裂变演化规律可解释
为由复映射

,-,./ 0 !.1 2$ !3$
来 构 造 广 义 +集4其 中 对 ,. 的 计 算4采 用 了

5(6789:(理论

,.; <.!&7=.>/ 8=8?.>$ !@$
虽然式!@$的每一次迭代4,都是从直角坐标转换到
极坐标4以便计算 ,.4然后再转换回直角坐标而与复
常数0进行相加4但从复平面的直角坐标!A4B$转换
到极坐标!<4>$4相角 >的范围一般可选取以下 @种
情况C>DE24"F$’>DEG3FH"4FH"$’>DEGF4F$和

>DEGFH"43FH"$*当 .;GI时4将不会影响式!@$
的使用4因为

&7=!.>$; &7=!.>/ "F.$J=8?!.>$; =8?!.>/ "F.$ !K$

但当 .;G!I/L$时4则式!K$不成立4由此可见 >范
围的不同选取将导致广义 +集的不同演化*另外4在
使用式!K$时4.>可能超出上述 @种情况的范围4为
此4要通过使 .>加或减 "MF!M;N4"434O$来进行
调整4这就导致了广义 +集的错动4出现了不对称星
群结构*
对于负整数的 .值4由定理 3可知4一个完整的

主要卫星 P"的中心相角为!F/Q$. *若分别用 >/和

>G来表示属于这个 P"的点的最大和最小相角4则

>R; !F/ Q$. R S
"

虽然根据定理 N4可利用一主要卫星 P"4通过按顺时

针或逆时针方向旋转!T.TGN$倍的 "FT.T
弧度来获得

广义 +集的其余主要卫星4但上述相角 >的选取在

/A’/B’GA或GB轴处的不连续性4将不允许这
个 P"通过/A’/B’GA或GB轴4这就导致穿过 A
或B轴!从两个方向$的P"部分消失4从而仅出现了
部分卫星 P"4且仅出现在相角 >不连续的/A’/B’
GA或GB轴处4这种可见部分主要卫星 P"的出现
也只是仅当 .取负小数时*下面以选取相角 >DE24
"F$为例!图 "!#$%图 "!&$$4来定量说明这一现象*
当某一完整的主要卫星 P"穿过/A轴时4如果有正
整数 U和 UV满足

>// "FUT.TW "FW >
G/ "FUT.T

>GG "FUVT.T1 21 >
/G "FUV

X

Y

Z T.T

则将导致部分主要卫星 P"的出现*对于情况 N4其
部分主要卫星 P"将出现在/A轴下方到相角为

>G/"FU[ \T.T
处]对于情况 "4则部分主要卫星 P"将

出现在/A轴上方到相角为 >/G"FUV[ \T.T
处*对于负

小数的 .值4由前面对小卫星的讨论可知4部分卫星

P"经逆映射 ^GN将产生较小的部分卫星 P34且这种
较小的部分卫星 P3经逆映射 ^GN将产生更小的部
分卫星 P@OO4这样部分卫星 P"将导致它的一系
列高阶次的原像小部分卫星 P_!_;"434O4‘$的
出现!即出现部分卫星群$4图 "!a$中给出的部分主
要卫星 P"和小部分卫星 P_也证明了这一点*同理4
还可对相角选取为另 3种情况4即 >DEG3FH"4
FH"$’>DEGF4F$和 >DEGFH"43FH"$时广义 +集
的裂变演化规律进行定量说明*

b 结 论

本文利用复变函数理论和计算机制图相结合的

实验数学方法4研究了 .12的广义 +集的演化*通过
研究发现4广义 +集的几何特征依赖于参数 .’c和

04而其演化过程则依赖于相角 >范围的选取*需要指
出的是4当 .;G!I/L$时4由于 5de:#?ad#:等人仅
对相角 >DEGF4F$的广义 +集的裂变演化规律进行
了研究4因此其结果是不完整的*而本文则对相角选
取以上 @种情况的广义 +集的裂变演化规律都进行
了研究4由此得到了是完整的结果*虽然取得一定进
展4但广义 +集的分形结构和性质仍需要深入研究*
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新书简介

.数字图像的智能信息处理/

河海大学徐立中教授编著的.数字图像的智能信息处理/一书&近期将由国防工
业出版社出版(著名信息科学家’东南大学教授何振亚为该书作序(
该书是有关数字图象智能信息处理方面的专著(近年来作者跟踪了国际上新兴

的软计算’计算智能方向的研究热点&较为深入地研究了模糊集理论’遗传算法’神经
网络’粗糙集理论以及它们相互结合的方法用于数字图象的处理(全书共分八章&内
容包括0综述有关软计算与计算智能的研究以及信息处理的主要软计算方法1图象预
处理基本技术1基于模糊集和粗糙集理论的图象预处理技术1基于遗传算法的图象恢
复方法及模糊与遗传算法结合的图象恢复方法1图象压缩编码的有关基础知识和几
种国际标准1神经网络压缩编码1粗糙集与神经网络结合的矢量量化编码方法1信息
融合编码方法等(
该书内容新颖&注重理论联系实际&可作为电子信息工程’计算机应用’工业自动

化’机械电子工程等相关专业的工程技术人员’科研人员’研究生和高年级本科生参
考使用(
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